Pesymistyczna zimnas¢ obliczeniowa algorytmu faktoryzadjact

Lech Madeyski *, Zygmunt Mazur 2
Politechnika Wroctawska, Wydziat Informatyki i Zadzania, Wydziatowy Zakfad Informatyki
Wybrzeze Wyspidiskiego 27, 50-370 Wroctaw

Streszczenie W artykule zaprezentowano algorytm faktoryzaggict obliczania niezawodr$oi K-
terminali sieci probabilistycznych reprezentowanygpizez grafG:(V,E) z wyr&nionym
podzbiorem wztéw K , jak réwniez metod oceny pesymistycznej ztonaici tego algorytmu. Rodd
algorytméw faktoryzacji najabzz zlozondscia pesymistycza charakteryzuje si algorytm
analizowany przez Wooda, ktérego liczbacili binarnego drzewa oblicae w przypadkach

granicznych, gdy2<|K| <5 oraz V|- 2<|K|< V|, nie przekracza(M - 2)! . Dla algorytmuFact
wykazemy, ze maksymalna liczba ski binarnego drzewa oblicﬁe([\/|—2)! jest osagalna dla

dowolnegoK (2<|K|<\V/|), a nie tylko w przypadkach granicznych. Rezuleat uzyskano przy

prostszym ni zaproponowany przez Wooda zbiorze zachaeygh niezawodn redukcji grafu i

nieskomplikowanej strategii selekcji kraghzi do faktoryzacji.
Stowa kluczowe analiza algorytmoéw, algorytmy faktoryzacji, niezadna¢ K-terminali.

1. Algorytm faktoryzaciji

W artykule rozpatrywany jest, powszechnie podejauoyv przez badaczy, problem
analizy niezawodriei sieci z wykorzystaniem miar niezawodnbbazujcych na spojnei
sieci reprezentowanej poprzez probabilistyczny gnaieskierowany G:(V,E) z
wyréznionym podzbiorem weztow K (2<=K|<=)|). Krawedzie grafu reprezentujtacza
komunikacyjne, ktére ulegajwzajemnie niezalaie losowym uszkodzeniom ze znanym
prawdopodobigstwem. Wréd miar oceny niezawodéd sieci, najbardziej uniwersaini
powszechnie stosowamiar jest niezawodni@ K-terminali (K-terminal network reliability,
definiowana jako prawdopodoliigtwo, & wszystkie wzly znajduace s¢ w zbiorzeK s

pofaczone za pomacnie uszkodzonychitzy (mog sic komunikowa).
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Sparod algorytméw znajdyapych doktadne rozwizanie problemu niezawodém K-
terminali szczegodlnie dw uwagi pdwigcono algorytmom faktoryzacji i zachovgaym

niezawodné¢ redukcjom grafu [1-13].

Algorytm faktoryzacji wykorzystuje zdarzenia elamene sprawri lub
niesprawnéci pojedynczej krawdzi. Stany grafu moa podziek na dwa zbiory ze wzgtlu
na dwa maliwe stany krawdzi ¢ o niezawodngci p;. Std niezawodn& K-terminali mana

wyrazic w postaci prostej formuty niezawodid warunkowej:

R(Gx) = p,R(Gx[g funkcjonuge)+ (1- p, )R(G|e nie funkcjonuie) (1)
Twierdzenie faktoryzacji jest topologiczninterpretaci formuty (1) dla graféw

nieskierowanych.

Twierdzenie 1 (Twierdzenie faktoryzacji)

Niezawodné¢ K-terminali sieci probabilistycznej reprezentowangpprzez grafG z

wyréznionym podzbiorem wztow K mozna wyrazé nastpujaco:

R(G«)= PR(G *&)+(-p )R(G, -&) 2)

gdzie:

e — dowolna krawdz grafuGg;

p, — prawdopodobigstwo, ze lacze reprezentowane przez[] E funkcjonuije;

G *e =(V—u—v+W,E—ei), w=ulyv,
K jezeli u,vOK;
_{K—u—v+w jezeli uOK lub vOK;
G -e =(V,E-e).

Algorytm faktoryzacji uzupetniony o funkcje redyikgrafu mazna opisé w postaci
nastpujacej trojki (Fo, R, S) gdzie:

Fo — szkielet algorytmu obliczania niezawodaiovykorzystujicy twierdzenie faktoryzaciji;
R — zbiér zachowujcych niezawodng redukcji i dekompozycii graft

S — strategia wybierania krgazi grafu do faktoryzacji (dekompozycji problemu).

% Niektore zachowuie niezawodni redukcje grafu przedstawiono w azniku 1.



Sparéd  algorytméw  faktoryzacji najmza  pesymistycza  ztozondscia czasow
charakteryzuje sialgorytm faktoryzacji opisany przez Wooda [11, 1), {R1, R2, R3,
R4}, S), gdzie:

S=3nS;

S, = {Moze by wybrana dowolna kraydz e OEza wyptkiem takiej, ze [K|=1 w
Gy * ek

S; = {Moze by wybrana dowolna kragdz e [ Ejezeli G, *e i G, —e s dwuspdjne i nie
maja petli wkasnych}.

W przypadku tego algorytmu maksymalna liczldailbinarnego drzewa oblicﬁe([\/|—2)!
jest osigalna dla przypadkéw granicznych, géy K| <5 orazV|-2<|K|<V|. Znany jest

rowniez inny algorytm faktoryzacji [8, 12], dla ktérego ksymalna liczba fici binarnego

drzewa oblicz# jest réwna([\/| —1)! dla dowolnego zbiorkK (2<|K|<V|).

Zaprezentowany w tym artykule algorytm faktoryz&act (Fo, {RO, R1, R2, R3},S”)
jest modyfikacy algorytmu faktoryzacji przedstawionego przez PagePerry [3]. Dztki
zaproponowaniu nowej stratedd” selekcji krawdzi do faktoryzacji, jak rownie nowej
metody analizy pesymistycznej z@masci obliczeniowe] algorytmu wykamy, ze

maksymalna Iiczba([\/|—2)! lisci binarnego drzewa oblicaealgorytmu faktoryzacji jest
osigalna dla dowolnego zbiork (2<|K|<|V|), a nie tylko dla przypadkéw granicznych,
gdy 2<|K|<5 oraz |V|-2<|K|<|V| (jak to ma miejsce w przypadku algorytmu

analizowanego przez Wooda [11, 12]). Rezultat teayskano przy prostszym mni
zaproponowany przez Wooda zbiorze zachaeygh niezawodn& redukcji grafu i
nieskomplikowanej strategii selekcji kraglzi do faktoryzacji. Doktadna analiza procesu
faktoryzacji w przypadku algorytmbact wykorzystuacego strategi S”, jak rOwniez sama

strategiaS” selekcji krawdzi do faktoryzacji, przedstawiona jest w rastym rozdziale.



2. Analiza pesymistycznej zio zonosci obliczeniowej algorytmu

faktoryzacji metod g przeksztatcenia do grafu petnego

Znane z literatury metody analizy pesymistyczhepandsci algorytméw faktoryzaciji
wykorzystywaly niezmienniki grafow [8, 12]. W przggku analizy pesymistycznej

ztozoncici algorytmuFact zaproponowano odmieametod.

2.1. ldea przeksztatcenia do grafu petnego

Mamy dowolr, sie¢ reprezentowanpoprzez grafG, o n-wierzchotkach. GraiG,

mozemy uzupetrd do postaci grafu petnego kraglziami reprezentggymi facza o zerowym
prawdopodobigstwie uszkodzenia. W wyniku tej operacji niezawadnii-terminali takiej
sieci nie ulega zmianie. Dokomngjfaktoryzacji (wykorzystuic okrelona stratege selekcjiS)

na krawedziach o prawdopodohistwie uszkodzenigp, = ,0zamiast dwoch podproblemow
(jak ma to miejsce przy faktoryzacji na krglziach o p, # Q otrzymujemy tylko jeden
podproblem. W zwizku z tym liczba kci BDO algorytmu faktoryzacji wykorzystagego
strategt S przy rozwiazywaniu dowolnych sieci reprezentowanych prZeég, nie lxdzie
wicksza nk L(K,), gdzie K, jest grafem petnym @ wierzchotkach. Podobnie gfokas¢
rekurencji przy rozw4zywaniu sieci reprezentowanych prz€z nie kxdzie wiksza nk w
przypadku grafu petnego.

Jezeli ponadto strategi® selekcji krawdzi do faktoryzacji bdzie tak dobrana, by

miata miejsce dekompozycja problemu obliczenia awexndgci K-terminali sieci

reprezentowanej przez graf peth§, (o n wierzchotkach) na pewanliczb¢ podprobleméw
nizszego rzdu reprezentowanych poprzez grafy pelde,, to okrdlenie pesymistycznej

ztozoncici obliczeniowej rozwzanego algorytmudalzie stosunkowo proste.

2.2. Ztozono $¢é czasowa algorytmu faktoryzaciji

Chac oszacowa ztozonas¢ czasowy algorytmu faktoryzacji naly uwzgkdnic liczbe
weztdw (lisci) BDO, jak réwnie ztozonos¢ czasow operacji dokonywanych w

poszczegolnych gztach BDO, ktdg mazna oszacovxfaprzezo(bz).



2.2.1. Niezawodno$¢ wszystkich terminali

Dla utatwienia rozpatrzmy najpierw ¢to0 rozwaany przypadek obliczania

niezawodnéci wszystkich terminali (tzn. gdiK| = V|).

Twierdzenie 2

Liczba lisci BDO algorytmu faktoryzaciji, wykorzystagego zbior redukcjR={RO0,
R1, R2, R3} oraz strategiS=S' (okreslona na rysunku pougj), przy rozwizywaniu
problemu niezawodrici wszystkich terminali dowolnej sieci reprezentowppoprzez graf
G,, spelnia zalmoi¢ L(G,)<(n-2)!, gdzie n jest liczla wierzchotkéw (przy

rozwiazywaniu problemu niezawodém wszystkich terminali redukcje R2 nig g&zywane).



Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S' i

Tak Nie

A A

Wybieramy wierzchotek u Proste

v

A

Na grafie G, (niekoniecznie peinym) stosujemy
procedure faktoryzacji na krawedzi e, incydentnej do u

Powstaje G-=G\e, Powstaje GP=G*e,

4

Stosuje redukcje, dostaje
graf nizszego stopnia GP'

Tak Nie

G=G"

G=Gt
u takie same A

Stosuje redukcje usuwajgc wierzchoteku
dostaje graf nizszego stopnia G=Gt-

Rysunek 1. Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S' sele kcji kraw edzi grafu do faktoryzaciji.
Dowad:
W przypadku obliczania niezawodimd wszystkich terminali sieci reprezentowanej

przez graf peiny, fragment BDO algorytmu faktoryjzgmzedstawiony jest na patsizym

rysunku.
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Rysunek 2. Fragment binarnego drzewa oblicze n algorytmu faktoryzacji (F o, {RO, R1, R2, R3},
S') przy rozwi azywaniu problemu niezawodno $ci wszystkich terminali sieci reprezentowanych
przez graf petny.



Wybieramy wierzchoteku, ktéry ma n-1 krawedzi incydentnych. Nasgpnie n— 3 razy
stosujemy formu faktoryzacji. Otrzymujemyn— 2veztéw BDO, w ktérych wysipuje si€

K, - Liczbe lisci BDO algorytmu faktoryzacji mma wic wyrazt rekurencyjnie:

L(K,)=(n-2)L(K,.)
L(K,) = L(K,) = L(Ks) =1

W efekcie liczba lci BDO algorytmu faktoryzacjiHp, {RO, R1, R2, R3},S") w przypadku

obliczania niezawodrioi wszystkich terminali spetnia zafeos¢ L(G, )< (n-2)! (redukcje
R2 nie g uzywane).

c.n.d.

2.2.2. Niezawodnos¢ K-terminali

W rozdziale tym uogolnimy rozpatrywany w poprzedniozdziale przypadek tak, by

dotyczyt niezawodngi K-terminali (gdy 2 <|K|<|V|), a nie tylko niezawodrsoi wszystkich
terminali (K| =|V|).

Modyfikujac strategi S' mazna uogolint twierdzenie 2 na problem niezawodoioK-
terminali. Jeeli nie wszystkie wierzchotki rozpatrywanego grafaleza do zbioru K,
wystarczy w ramach stosowanej strategii selek@wkdzi wybiera taki wierzchoteku, ze

uK . Tak zmodyfikowaa strategt selekcji krawdzi S" przedstawia poaszy rysunek.



Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S"

Tak Nie

A

Wybieramy wierzchotek u (o ile to

mozliwe nie nalezacy do zbioru K) Proste

\ 4

y

Na grafie Gy (niekoniecznie petnym) stosujemy
procedurg faktoryzacji na krawedzi €, incydentnej do u

Powstaje GL=G\ei Powstaje GF’=G*ei

Stosuje redukcje na grafie
GP, dostaje graf G

Tak Nie

G=GP

G=GL
u takie same A

Stosuje redukcje usuwajac wierzchotek u,
dostaje graf nizszego stopnia G=GL

Rysunek 3. Faktoryzacja z wykorzystaniem strategii S" sele kcji kraw edzi grafu do faktoryzacji.

Modyfikacja strategii selekcji krayzi grafu do faktoryzacji umaiwia redukcg
wierzchotkéw stopnia 2:

* za pomog redukcji R2 w przypadku, gdy nie wszystkie wierah grafu nalea do
zbioruK ;

e za pomog redukcji R3 w przypadku, gdy wszystkie wierzchajkafu nalea do zbioruK.

Dzigki temu liczba lici BDO, a co za tym idzie rownieztozonas¢ algorytmuFact (Fo, {RO,
R1, R2, R3},S") w przypadku obliczania niezawodioo K-terminali nie ulegnie zmianie w
poréwnaniu do przypadku rozpatrywanego w twierdzéhiDlatego prawdziwe jest pasize

twierdzenie.



Twierdzenie 3

Liczba léci BDO algorytmu faktoryzacjiFact, wykorzystujcego zbiér redukcji
R={RO0, R1, R2, R3} oraz strategl" (okreslona na rysunku powsej), przy rozwizywaniu
problemu niezawodrici K-terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzeafgG,

spetnia zalenas¢ L(G, )< (n—2)!, gdzien jest liczky wierzchotkéw.

W rezultacie prawdziwe jest réwii@onizsze twierdzenie.
Twierdzenie 4

Pesymistyczna z#mnas¢ czasowa algorytmu faktoryzaéjact (Fo, {RO, R1, R2, R3},
S"), przy rozwazywaniu problemu niezawodém K-terminali dowolnej sieci

reprezentowanej poprzez graf, wynosi O( 2((n— 2)!)).

2.3. Ztozono $¢ pami eciowa algorytmu faktoryzaciji

Rozmiar wymaganej pagii mozna ogolnie oszacowapoprzez iloczyn rozmiaru
sieci |G| (t.j. zestawu danych, wykorzystanych gtéwnie dpregentacji sieci w pojedynczej
instancji rekurencyjnej funkcjiProb) i glcbokasci rekurencji d(GK). Stid zgrubnym
pesymistycznym oszacowaniem zacsci pamiciowej algorytméw faktoryzacji jest

O(b|GK|), gdzieb jest liczly krawedzi grafu reprezentagego badamsiet.

Pesymistyczp ztozoncs¢ pamkciowa algorytmu faktoryzacji mana réwnie,
podobnie jak w przypadku ztoncici czasowej, w prosty sposéb analizéwaykorzystujc
grafy petne. Gdbokas¢ rekurencji przy rozwzywaniu sieci reprezentowanych przéz nie
bedzie wkksza ni w przypadku grafu petnego. Uzyskane w ten sposzaawania mag

by¢ jednak (szczegolnie w przypadku graféw rzadkiabrsge od oszacowan(a(b|GK |)

Jak mana zaobserwowana rysunku 2. gbokas¢ rekurencji algorytmu faktoryzacii,
wykorzystupcego zbiodr redukcjR={R0, R1, R2, R3} oraz strategS' lub S" w przypadku
rozwiazywania problemu niezawodfm K-terminali sieci reprezentowanej poprzez graf

petny K, spetnia zalenos¢ d(K,)=(n-3)+d(K, ). Sad:

(n-2)(n-3) _n*-5n+6 _n(n-1)-4n+6
2 2 2

=b-2n+3.




Twierdzenie 5

Glebokas¢ rekurencji algorytmu faktoryzacfract, wykorzystugcego zbior redukcji
R={RO, R1, R2, R3} oraz strategiS", przy rozwazywaniu problemu niezawodsm K-
terminali dowolnej sieci reprezentowanej poprzezafgrG,, spetnia zalEnosé

d(G, )< W , gdzien jest liczky wierzchotkow.

Twierdzenie 6

Pesymistyczna zimnas¢ pameciowa algorytmu faktoryzacjract (Fo, {RO, R1, R2,
R3}, S"), przy rozwiazywaniu problemu niezawodém K-terminali dowolnej sieci

reprezentowanej poprzez graf, wynosi O((n_LZ(n_BNGKU.

3. Podsumowanie

Przedstawiony w tym rozdziale algorytfact (Fo, {RO, R1, R2, R3},S") jest
modyfikacp algorytmu faktoryzacji przedstawionego przez Page’'Rerry [3]. Dzgki
zaproponowaniu nowej stratedd” selekcji krawedzi do faktoryzacji, jak réwnie nowej
metody analizy pesymistycznej z@masci obliczeniowej algorytmu wykazanogze

maksymalna Iiczba([\/|—2)! lisci binarnego drzewa oblicaealgorytmu faktoryzacji jest
osigalna dla dowolnego zbiork (2<|K|<|V|), a nie tylko dla przypadkéw granicznych,
gdy 2<|K|<5 oraz |V|-2<|K|<|V| (jak to ma miejsce w przypadku algorytmu

analizowanego przez Wooda [11, 12]). Rezultat teryskano przy prostszym i
zaproponowany przez Wooda zbiorze zachgeygh niezawodni@ redukcji grafuR={RO0,
R1, R2, R3}). Nie ma bowiem konieczw uwzgkdniania najbardziej skomplikowanego
podzbioru redukcji R4 (redukcji wielata do ta@cucha). Réwnig zaproponowana strategia
selekcji kravedzi do faktoryzacji nie wymaga stosowaniazzoych procedur testowania

wiasndci (np. dwuspojnéci) sieci wysgpujacych w poszczegolnychemtach BDO.

Zaprezentowana w tym rozdziale metoda analizy rmpesycznej zigondici
obliczeniowej jest na tyle uniwersalngg mazna p rowniez wykorzyst& do analizy odmian
algorytmu Fact, wykorzystujcych r&ne zbiory zachowugpych niezawodni& redukcji

grafow. Ztazonads¢ czasowa tych algorytmow nie byta adtanalizowana a uzyskane rezultaty

4 Por. zadcznik 1.



pomog okresli¢ wpltyw zastosowanych redukcji grafu na pesymistyczztozonacsé

obliczeniovg algorytmow faktoryzacii.
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Zatacznik 1 — Zachowuj gce niezawodno $¢€ redukcje grafu

Aby zredukowa rozmiar badanych graféw, a co za tym idzie zéakrozmiar
przestrzeni standéw rozpatrywanego problemu niezawodod K-terminali, czyli zt@onas¢
problemu, meéna zastosowa zachowujce niezawodn& redukcje grafu reliability
preserving reduction)sze zbioruR. Redukcje te wymagajtylko wielomianowego czasu
wykonanid zmniejszajc wyktadnicz przestrzé standéw problemu. Redukcje zmienigjraf

G, topologicznie i probabilistycznie przeksztatgago do postacG',. tak,ze:

R(G, )=, + 2,R(G',.). 3)

Q, i Q, s statymi uzyskanymi wyicznie z oryginalnego grafG, . Ta ogolna formuta jest

czesto upraszczana do postaci, ktora zawiera jedyateraultiplikatywm Q = Q,. Poniewa

wiekszas¢ redukcji wykorzystuje jedynie statmultiplikatywma réwnanie (3) przyjmuje

nastpujaca posta:

R(G«)=2R(G') ()
Ponizej zostam przedstawione najegciej wykorzystywane w praktyce redukcje

grafif. Przygto nastpujace oznaczenia wierzchotkéw na rysunkach opisigh redukcje:

@ - wierzcholek grafu ze zbioi

O — wierzchotek grafu spoza zbioku

. — wierzchotek grafu, ktory mie lecz nie musi nate¢ do zbioruK

RO redukcja stopnia 1 (degree-1 reduction)
Jeli e = (u,v) bedzie krawedzia w grafie G, , a wierzchotekv bedzie stopnia jeden
tzn.dedv) =1, to wtedy:
Gy =G *e =(V —u—v+W,E—e|), w=ulv,
K jezeli u,vO K
K -u-v+w jezeli udK lub vOK.
1 jezelivO K

Q =00, = . .
! 2 {pa jezelivO K

®Por. [11], s.175i [8], s.114.
® Doktadne opisy redukcji nima znalé¢ takze w pracy [12], s.272-273 oraz [11], s.177-178.



R1 Redukcja rownolegta (parallel reduction)

U €, \'
& @@ e=(uv e=(uy)
€p
lredukcja
U V
ox @@ o
Pc=1- galpo
.Q]_:O, _Q2:1
K'=K

R2 Redukcja szeregowa (series reduction)

u \ W
& @O —2@Q e uvevw
vLK
lredukcja
u W
o @@
Pc=PaPo
.Ql:O, .02:1

K'=K



R3 Redukcja stopnia 2 (degree-2 reduction)

u V W
o @ @@

u,v,.W.K
l redukcja deg(v)=2

u W
o @@ eow
Pc=PaPb /(1-0alb)
21=0, 2=(1-040p)
'=K-v

R4 Redukcje wielolgta do tancucha (polygon-to-chain reduction)

Satyanarayana i Wood [7, 10, 11] zaproponowali kejguR4, wielokta do ta@cucha
(polygon-to-chain reductions Jezeli po zastosowaniu redukcji R1, R2, R3 graf zawier
wielokat, to przybiera on jednz siedmiu postaci i mma go zaspi¢ przez ftacuch
skladajcy sk z 1, 2 lub 3 krawdzi. Redukcje te magzmniejszy wysitek obliczeniowy
wymagany do obliczenia niezawodobza pomog algorytmu faktoryzacji. Pomsza tabela

zawiera wszystkie siedem redukciji:

Wielokat tancuch Nowe niezawodno-| gdzie:

§ci taczy taicucha

=d(a+ a=

. p=d(a+9) QaPoCc

BP0
_ o b ps= (Bt 9) =PaPoP1+(da/pa)+  (An/Po)+
@@=

a= + +
\:: e e :’_ Pa0bdcPatdaPoPclat aPodcPd

=0 S=P 0P
J:papbpcpd[l-'_(q a/pa)+

(G/Pp)*+(ac/Pe)+(Ad/Pa)]




pe=y(a+))

| p= A (B

| p= (S )

| 2=(a+Y(BrN(Sry

)14

_(2120

0’=q apchpd
=P a0b0cPat daPoPcld
5:p aqbpch

V=P aPuPPA1+(qo/Pa)+
(a/Pu)+(a/Pe)+(Ad/Pa)]

a’=q apbpch
=P a06Pc0d
=P aPpdca

= papbpcpd[1+ (CI a/pa)+
(G/Pp)*+(ac/Pe)+(9d/Pa)]

a=(aPpPcaPe

=P a0bPe(Palet 0 dPe)+
Po(0aPcPddet P a0OaPe)

= PaPucPdle

F papbpcpdpe[1+(q a/ pa) +
(0/Po)+(de/Pe)+(de/Pa)+ (Ae/Pe)]

a=0aPoPcdaPels

=P a0bPc(AaPePr+P dClePr+PaPeCk)
+ PaPu0cPr(Pallet0laPe)+
OaPoPcPd(TePr+P k)

= PaPUPPlk

V=P aPoPePdPPHL+(0 o/ Pa)+(Ab/Po
)+(a/Pe)+(Ad/Pa)+ (0 Pe)+(ar/Pr)
]

) K| =2
€ &
- ed e

Pr=(Pu+Pa0bPcPa)/ €2
=Py +PatbPe

_(2120

a'=q apbpch
=P a0bPcd
=P aPpdca

V=P aPoPcPa[1+(0 o/ Pa)+
(a/Pu)+(ae/Pe)+(ad/Pa)]

Tabela 1 Redukcje wielok ata do ta acucha (polygon-to-chain reductions)




